MATEMATIKA ROZSIRUJICI

MXMVD21COTO1

DIDAKTICKY TEST

Maximalni bodové hodnoceni: 50 bodu
Hranice uspésnosti: 33 %

ﬂ Zakladni informace k zadani zkousky

« Didakticky test obsahuje 22 aloh.

« Casovy limit pro feseni didaktického testu
je uveden na zaznamovém archu.

« Povolené pomicky: psaci a rysovaci
potfeby, Matematické, fyzikalni a chemické
tabulky a kalkulator bez grafického rezimu,
bez feseni rovnic a Uprav algebraickych
vyrazU. Nelze pouzit programovatelny
kalkulator.

« U kazdé ulohy je uveden maximalni pocet
bod.

o Odpovédi piste do zaznamového archu.

+ Nejednoznaény nebo necitelny zapis
odpovédi bude povazovan za chybné
feseni.

« Poznadmky si miZzete délat do testového

sesitu, nebudou vsak pfedmétem
hodnoceni.

o Prvni ¢ast didaktického testu (Ulohy 1-11)
tvofi alohy oteviené.

» Ve druhé ¢asti didaktického testu
(Ulohy 12-22) jsou uzaviené ulohy, které
obsahuji nabidku odpovédi. U kazdé ulohy
nebo podulohy je pravé jedna odpovéd’
spravna.

o Zaneuvedené feseni i za nespravné
feseni Ulohy jako celku se neudéluji
zaporné body.

@ Pravidla spravného zapisu odpovédi

» Odpovédi zaznamenavejte modie nebo
cerné pisici propisovaci tuzkou, ktera pise
dostatecné silné a neprerusované.

» Budete-li rysovat obycejnou tuzkou,
nasledné obtahnéte ¢ary propisovaci
tuzkou.

» Hodnoceny budou pouze odpovédi
uvedené v zaznamovém archu.

2.1 |Pokyny k otevienym tloham

» Vysledky piste citelné do vyznacenych
bilych poli.

e
1 r'd

« Je-li pozadovan cely postup feseni,
uvedte jej do zaznamového archu. Pokud
uvedete pouze vysledek, nebudou vam
pfidéleny Zadné body.

» Zapisy uvedené mimo vyznacena bila
pole nebudou hodnoceny.

» Chybny zapis preskrtnéte a nové zapiste
spravné reseni.

@ Pokyny k uzavienym dloham

» Odpovéd, kterou povazujete za spravnou,
zietelné zakfizkujte v pfislusném bilém
poli zdaznamového archu, a to presné
zrohu do rohu dle obrazku.

A B C D E

7 LI

o Pokud budete chtit nasledné zvolit jinou
odpovéd, peclivé zabarvéte plvodné
zakfizkované pole a zvolenou odpovéd
vyznacte kiizkem do nového pole.

A B C D E

7 XL /L]

» Jakykoliv jiny zplsob zaznamu odpovédi
a jejich oprav bude povazovan
za nespravnou odpovéd.

TESTOVY SESIT NEOTVIREJTE, POCKEJTE NA POKYN!

Pfedmétem autorskych prav Centra pro zjistovani vysledkl vzdélavani
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1 bod
1 Vyraz s proménnou x € Rrozlozte na soucin linearnich dvoj¢lend.

x3—3x2—x+3=
Reseni:
x3—-3x2—x+3=x2-(x-3)-1-x=-3)=(x=-3)x>-1D=x -3 -Dkx+1)

1 bod
2 Jestlize mnoho¢len P(x) s proménnou x € R vydélime troj¢lenem (x2 + x + 2),
dostaneme neuplny podil (x — 2) a zbytek (—4).
Uréete mnohoélen P(x).
Reseni:
Px)=(@x*+x+2)- (x—=2)+ (-4 =x>*-x*-38
VYCHOZI TEXT A OBRAZEK K ULOZE 3
V Gaussove roviné jsou (v mfizovych bodech) Ay
zobrazena komplexni Cisla z; a z,.
Plati: z = z; : z,.
i
® >
Z ol 1 X
®
Z1
(czw)
1 bod
3 Zapiste Cislo z v goniometrickém tvaru tak, aby jeho argument ¢
byl z intervalu (0; 2m).
Reseni: Ay
Z obrazku ur¢ime absolutni hodnoty a argumenty
zadanych Cisel z;, z, a ¢isla zapiSeme v goniometrickém ——+
tvaru i A\
(%) \
7z, = |z;| - (cos @, +ising,) = Zz’< oG >
1m 1m
242 (cosT +isin T) NP
Zy = |z,| - (cos ¢, + isin )—2-(cosE+isinE) &
2 =122 P2 $2) = 5 5

Vypocteme Cislo z:

|z4 .
Z=12y:2) = ol [cos(gq — @3) +isin(@ — @,)]

_2\/5[ (1111 n>+_ _ (111‘[ n)] \/_< un 5n>
Z = CcOoS 2 ) 1SIN cOoSs 2 isin 2
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Jiny zpGsob Feseni:
Z obrézku ziskame zadana Cisla z; a z, v algebraickém tvaru a vypocteme jejich podil z:
Z1:2—2i, 22:—2

2—2i

Z=2Z1t2Zy = > =—=1+1i

Cislo z pfevedeme do goniometrického tvaru:
Izl = [(=1)2+12 =2
11 V2. 2
z=x/§-(——+—i) =\/§-<——+—i)

22 2 "2
Argument ¢ cisla z ma byt z intervalu (0; 2m):

V2 , V2 5T
cosg =—— A sing = — A @p€e(022n) o Q=7

51t 5Tt
=V2- (cos— + isin—)
z 4 4

VYCHOZI TEXT K ULOZE 4

Vyrobni druzstvo vyrobilo sadu stejnych sekacek, kazdou s tymiz naklady na jeji vyrobu.
Polovinu sekacek druzstvo prodalo za cenu o 70 % vy33i, nez byly naklady na jejich vyrobu.
Kazdou dalsi sekacku druzstvo prodava za cenu o 50 % vyssi, nez byly naklady na jeji vyrobu.

Prestoze druzstvo jeSté neprodalo viechny sekacky, penize ziskané za prodané sekacky
jiz nyni pfesné pokryly naklady na vyrobu celé sady sekacek.

(czw)

max. 3 body
4 Vypoctéte, kolik procent vsech vyrobenych sekacek jiz druzstvo
prodalo.

V zaznamovém archu uvedte cely postup reseni.
Reseni:
Pocet vSech sekacek v sadé oznacime s, naklady na vyrobu jedné sekacky n (s > 0,n > 0).

Naklady na vyrobu celé sady sekacek: ns
Trzby z prodeje prvni poloviny sekacek: 1,7n-0,5s = 0,85ns

Prodej prvni poloviny sekacek pokryl vyrobni naklady celé sady z 85 %, druzstvo tedy ze
zbylych sekacek muselo prodat jesté tolik kus(, aby jejich prodejem pokrylo zbyvajicich
15 % vyrobnich naklad( celé sady, tj. 0,15ns.

0,15ns

Pocet sekacek prodanych za cenu o 50 % vys33i nez naklady na vyrobu: TEn 0,1s

Pocet vSech prodanych sekacek: 0,55 + 0,1s = 0,6s, tj. 60 % vSech sekacek v sadé

Druzstvo jiz prodalo 60 % vSech vyrobenych sekacek.
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Jiny zpGsob Feseni:
Naklady na vyrobu celé sady sekacky oznacime N (N > 0).
Podil viech prodanych sekacek na poctu vsech vyrobenych sekacek oznacime x.
Protoze druzstvo prodalo vice nez polovinu vyrobenych sekacek, plati x € (0,5; 1).
Trzby z prodeje sekacek se rovnaji nakladiim na vyrobu celé sady:
1,7-05-N+15-(x—05)-N=N
085+ 15x—0,75=1
1,5x = 0,9
x=0,6

Druzstvo jiz prodalo 60 % vSech vyrobenych sekacek.

VYCHOZi TEXT, OBRAZEK A TABULKA K ULOZE 5

Pro véechna x € Rje dana funkce f:y = a*, kde a € R* \ {1} a pro kterou plati:

a2 =2. g%

Ay

(czw)

max. 2 body

5.1 Zakreslete graf funkce f v kartézské soustavé souradnic Oxy

a vyznacte v grafu vsechny body, jejichZ x-ové soufradnice jsou uvedeny v tabulce

(chybéjici y-ové soufadnice dopoctéte).
V zaznamovém archu obtahnéte vie propisovaci tuzkou.
Reseni:

Ze zndmé hodnoty a® = 1 ziskdme opakovanym uzitim vztahu a**2 = 2 - a* hodnoty
funkce f v dalSich bodech:

X 0 2 4 0 -2
a®*t2 =2.4%g2t2 = 2. 42 o 2-a—2:Zg
2 _ 4 _ a -2 _
a* a® = 1 at=2-1 at=2-2 a =5
a2=2 a4=4 (1_2"'2=2-a—2 ) 1
a ‘==
2
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a*|105| 1 2 4

Do soustavy soufadnic zakreslime
body, jejichz souradnice jsou

v tabulce, a prolozime jimi graf
exponencialni funkce f:y = a*.

52  Vypoctéte hodnotu f(1).

fM=a'"=a=2

5z26
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VYCHOZIi TEXT A GRAF K ULOZE 6

V kartézské soustavé souradnic Oxy je sestrojen graf
kvadratické funkce f s defini¢nim oborem R.

Pro funkci g plati: g(x) = —f(x + 2).

(czvw)
max. 2 body

6.1 Defini¢ni obor funkce g Ize zapsat jako sjednoceni (I, U ;) takovych dvou intervalQ,
Ze v kazdém z nich je funkce g monoténni.

Z obou téchto interval(l zapiste ten interval, v némz je funkce g klesajici.

Reseni: .
\

\
fi\
\

Sestrojime graf funkce g:

1. Posunutim grafu funkce f o 2 jednotky ve sméru
zaporné poloosy x ziskame graf funkce f;:

fitr) = flx+2)

2. Graf funkce g je potom obrazem grafu funkce f;
v 0sové soumérnosti podle soufadnicové osy x:

gx) =~fi(x) = =f(x+2)

Z grafu je patrné, ze

funkce g je klesajici v intervalu (—3; +0),

zatimco ve zbytku defini¢niho oboru je rostouci.
Hodnotu (—3) Ize priradit do kteréhokoli z interval( I, .

6.2  Urcete soufadnice prlseciku Y grafu funkce g se soufadnicovou osou y.
Reseni:

Prasecik grafu funkce g se soufadnicovou osou y je bod o soufadnicich [0; g(0)].
Z grafu funkce g Ize nahlédnout jeji pfedpis g:y = —(x + 3)2
g(0)=—-(0+3)?2=-9,  Y[0;—9]

pripadné

9(0) =—-f0+2)=-f(2)

Graf funkce f je posunutim grafu funkce y = x2 o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy x,
tedy f(2) = 9.

90 =-f(2)=-9,  Y[0;-9]
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VYCHOZi TEXT A OBRAZEK K ULOZE 7

V roviné lezi body A, S. Bodem A prochazi pfimka p.

(czw)

max. 3 body

7 Bod A je vrchol obdélniku ABCD. Na pfimce p lezi jeSté vrchol C obdélniku.
Bod S je stfed strany CD obdélniku ABCD.

7.1 Hledame vrcholy B, C, D obdélniku ABCD.
Provedte nacrtek obdélniku ABCD a zapiste rozbor nebo postup konstrukce.

Reseni
D Sps S
k
S
AS 5
A

Jiny zpuGsob Feseni:

D S

Hledame stfed O obdélniku ABCD:

1.0ep N O€EKk,
kde k je kruznice opsana obdélniku OSSpsSas

Hledame body C, D, B:

2. S(0):A—C
3. 5(5):C—>D
4. S(0):D — B

Hledame bod B:

1. BEK(S;SA) AN BEeq,
kdegllp A |pgl =2|Sp] A q & &pS,
resp. H(S;3):p — q,
protoze AABC ~ ACSO (O je stied obdélniku ABCD)

Hledame body C, D:

2. Cep N ©BCL «AB
3. Bod D je chybégjicim vrcholem obdélniku ABCD.
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Jesté jiny zpisob Feseni:

Hleddme bod D:
D A C

1.Det1(AS) AN Dep’, kdeS(S):p—p/,
protozeCep A §(5):C—D

Hledame body C, B:

B 2. 5(S):D—C
3. Bod B je chybégjicim vrcholem obdélniku ABCD.

7.2 Vobrazku sestrojte chybéjici vrcholy obdélniku ABCD a obdélnik narysujte.
Najdéte vSechna feseni.

Reseni (dle rozboru v poslednim zptisobu Feseni Glohy 7.1):

B, B,

Popis konstrukce:
1. 7; T(AS)
2.p58(8):p—p

3. 0;{D}=1tnp

4. GS(S):D—C

5. B;oAB || «CD A «<BC || «@AD
6. obdélnik ABCD

Zavér: Uloha ma 2 reseni.

V zaznamovém archu obtahnéte vie propisovaci tuzkou.
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VYCHOZi TEXT A OBRAZEK K ULOZE 8

V krychli ABCDEFGH lezi bod X na hrané EH, bod Y lezi na hrané AE a bod Z na hrané BC.

H G

(@4%Y)
max. 2 body
8 Sestrojte ez krychle ABCDEFGH rovinou XYZ.

V zaznamovém archu obtdhnéte vie propisovaci tuzkou.

Reseni:

Popis konstrukce:

W; {W} = XY N <DA
Vi{V} = oWZn AB
U;Ue CGAeZU || «AB
T;{T} = eWZn &DC
S$;{S} = oTUNGH
Sestiuhelnik XYVZUS

ok wnN =

9z26




VYCHOZi TEXT A OBRAZEK K ULOZE 9

Na obrazku jsou nakresleny tfi obrazce slozené ze ¢tverct o strané délky 1 cm.

Za témito obrazci nasleduji dalsi. Obrazec s pofadovym Cislem n > 1 se vytvofi
z pfedchoziho obrazce pridanim spodni fady, kterd obsahuje n ¢tverc(.

1. obrazec 2. obrazec 3. obrazec

(czvv)
max. 3 body
9 Jeden z obrazcu je slozen z 210 ¢tvercu.

9.1 Vypoctéte, kolikaty je tento obrazec.
Reseni:
Pocet viech ¢tvercl v n-tém obrazci ozna¢ime s,,.

Pocet Ctvercu v jednotlivych fadach n-tého obrazce roste shora po jedné od 1 do n.
Pocet s, je tedy souctem prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti véech pfirozenych isel.

n
sn=1+2+-~-+n=5(n+1), S, =210

n
S(+1) =210,  neN

n(n+ 1) =420 tj.soucin dvou po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel (20 - 21 = 420)
n =20

Obrazec slozeny z 210 ¢tvercl je 20. v poradi.

9.2  Vypoctéte v.cm obvod tohoto obrazce.

Reseni:

V n-tém obrazci je n fad Ctvercd, - ~
spodni (nejdelsi) rada obsahuje n ¢tverca.
Kazdy ctverec ma stranu délky 1 cm.

PFi pohledu shora maji viechny vodorovné strany - .
obrazce dohromady stejnou délku jako nejdelsi s ncm
vodorovna strana, tj. n cm. ;

PFi pohledu zprava maji viechny svislé strany obrazce
dohromady délku n cm, stejné tak zleva. )

Obvod n-tého obrazce: n-ty obrazec
0, =4-ncm, n = 20 (viz feSeni ulohy 9.1)
00 =4-20cm =80cm

V zaznamovém archu uvedte v obou ¢astech ulohy cely postup Feseni.
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VYCHOZi TEXT A OBRAZEK K ULOZE 10

Sedy obrazec je slozen z nekone¢né mnoha rovnoramennych trojihelnikd. Kazdé dva
sousedni trojuhelniky maji pravé jeden spole¢ny bod a jsou obrazem a vzorem ve stejnolehlosti
se sttedem V. Na obrazku jsou zakresleny pouze 4 trojuhelniky.

V nejvétsim trojuhelniku ma zakladna délku 14 cm a vyska na zakladnu velikost 7 cm.

Vyska celého obrazce je 28 cm.

28 cm

(@4%Y)
max. 3 body
10 Vypocététe v cm? obsah Sedého obrazce.

V zaznamovém archu uvedte cely postup reseni.
Reseni:
U viech délek, resp. obsahd, pracujeme pouze s &iselnymi hodnotami v cm, resp. v cm?.

V nejvétsim Sedém trojuhelniku oznacime délku zaklady a,, vysku v; a obsah §;.

Vysku celého sedého obrazce oznac¢ime v, obsah obrazce S.

a, = 14, v, =7, v =28

VSechny Sedé trojuhelniky v obrazci jsou navzajem podobné, pfitom kazdé dva sousedni
maji tyz koeficient podobnosti k < 1 (k je koeficient stejnolehlosti sousednich trojuhelnik).

Velikosti vySek viech sedych trojuhelnikid (zdola) tvofi nekone¢nou geometrickou
posloupnost (v,) =1 s kvocientem k. Vysku celého obrazce ziskdme jako soucet
nekonecné geometrické fady vytvorené ze ¢len( této posloupnosti.

(o] (o]
v = v, = V1 =
n 1—k
n=1 n=1

k=1-21=1 7 _
B v 28

Hl W
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Obsahy trojuhelniki (zdola) tvofi geometrickou posloupnost (S,,); s kvocientem k2.
Obsah Sedého obrazce ziskame jako soucet nekonecné geometrické rady vytvoiené ze
¢lent této posloupnosti.

S _a1v1_14 7 — 49 k2—9
T2 2 ’ 16
- - S, 49
_ 2yn-1 _ _ _

S—ZSn ZS (! = 2l = s =112

n=1 n=1 -3¢
pripadné
Trojuhelnik A'B'V je podobny trojuhelniku ABV _ %
s koeficientem podobnosti k. /;,'\
Velikost vysky na zakladnu A’'B" ozna¢ime v'. /* \\

vl
k=—, v =v—w

v v’

v—1
k =

28”_ 7 3 28 cm
k — —_—

28 4
Pomér obsahu S; nejvétsiho Sedého trojuhelniku
ku obsahu lichobézniku ABA'B' je stejny jako pomér
obsahu S celého $edého obrazce ku obsahu 7cm
trojuhelniku ABV (soucet obsaht viech lichobézniku).
S S A 14 cm B

Sasv SABA'B'

Lichobéznik ABA'B’ ma zakladny délek a,, a, a vy3ku v,.

aq + a,
Sapa’s’ = > " Uy, a, = ka,

a1
St 2 1 S

SABAIBI_ aq +2ka1 v _1+k_SABV

1
S =Sy ——
B 1+ k
av 1 14-28 1 196 .
2 1+k 2 1+§_ B
4

Obsah $edého obrazce je 112 cm?.
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VYCHOZi TEXT A OBRAZEK K ULOZE 11

Obdélnikovy pozemek ABCD ma rozméry 360 m a 480 m. Uvnitf pozemku je rybnicek.

Prvni cestu mezi protéjsimi rohy pozemku predstavuje lomena ¢ara AMNC, druhou cestu
lomena ¢ara AXYC. Oba body X, M lezi na uhlopfic¢ce AC, body N, Y na stranach obdélniku
a usecky MN, XY jsou rovnobézné se stranami obdélniku.

C Y C
N
M
480 m 480 m / x
A 360 m A 360 m
czw)
max. 4 body
11

11.1 U prvni cesty tvofi délka usecky AM dvé tretiny délky uhlopficky AC.
Vypoctéte, v jakém pomeéru je délka asecky AM ku délce lomené cary MNC.
Reseni:
Délky stran AB, BC pozemku oznacime a, b a délku uhlopficky AC oznagime wu.
|AB| = a = 360 m, |BC| = b = 480 m,

|AC| = u = /a2 + b2 = V360° + 480°> m = 600 m,

2 1
|AM| =§u=400 m, |MC| =§u

C
Trojuhelnik MNC je podobny trojuhelniku ABC 1 1
1 -u !
(podle véty uu) s koeficientem podobnosti 5: 3 b
1 M N
IMN| = =a =120m 1
1 2
INCI—§b—160m 3u

Délka lomené ¢ary MNC je soucet délek use¢ek MN
a NC, tedy 280 m.

|AM]| 400 2
= =10:7
IMN| + |[NC| 280
Délka usecky AM ku délce lomené ¢ary MNC je v poméru 10 : 7.
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11.2 U druhé cesty je délka usecky AX stejna jako délka lomené &ary XYC.
Vypoctéte v metrech délku lomené cary AXYC predstavujici druhou cestu.
Reseni:

UZijeme znaceni z feSeni ulohy 11.1.

Trojuhelnik CYX je podobny trojuhelniku ABC
(podle véty uu) s koeficientem podobnosti k:
IXCl=k-u, |XY|=k-b, |YCl=k-a k-b -
IAX|=u—ku=(0—-k) u

Délka usecky AX je rovna délce lomené &ary XYC, X
tj. souctu délek usecek XY a YC:
|AX] = XV + |¥C] (-1 u

(M-k)-u=k-b+k-a
u—k-u=k-b+k-a
u=k(a+b+u)

u 600 5

“a+b+u 480+360+600 12

Vypocteme délku lomené cary XYC a délku usecky AX:

5
|XY|+|YC|=k-b+k-a=k~(b+a)=E~(480m+360m)=350m
5
IAX] = (1 —k)-u=(1 —E)-600m=350m
Délka druhé cesty je 700 m.

V zaznamovém archu uvedte v obou ¢astech ulohy cely postup Feseni.
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12
12.1

12.2

12.3

12.2

12.3

max. 3 body
Priradte ke kazdé uloze (12.1-12.3) jeji feseni (A-F).

Ota ma 8 her a Simon 6 her (viech 14 her je navzajem riiznych).
Ota vyméni kterékoli 2 své hry za libovolné 2 Simonovy hry.

Kolika zpusoby si chlapci mohou hry takto vyménit? A

Na digitalnich hodinach se kazdy ¢asovy udaj (v hodinach a minutach) mezi
pllnoci a 10. hodinou zobrazuje pravé tiremi Cislicemi (napf. 0:08, 0:21, 9:50).

Kolik z téchto ¢asovych Gdaji obsahuje tii vzajemné razné ¢islice? B

V kiné je poslednich 5 volnych mist v paté fadé a 2 mista ve druhé fadé.
CtyFi ze sedmi pFichozich chté&ji sedét v paté fadé, jedna osoba ve druhé fadé
a zbyvajicim dvéma osobam je to lhostejné.

Kolika zptisoby je mozné na jednotliva mista rozsadit téchto 7 osob
v souladu s jejich pozadavky? D

A) 420
B) 432
C) 458
D) 480
E) 486
F) jiny pocet

Vybereme dvojici z Otovych her a dvojici ze Simonovych. Kazdou dvojici Otovych
her Ize vyménit za dvojici Simonovych her.

8 6
Pocet viech zplsobd, jak vyménit dvojice her: (2) . (2> =420

V ¢asovém udaji se mohou na druhé pozici (oznacujici desitky minut) objevit pouze
Cislice 0 az 5, zatimco na ostatnich pozicich se mlze objevit libovolna z 10 ¢islic.
Vytvafime ¢asové udaje, v nichz se Cislice vzajemné lisi:

Nejprve obsadime druhou pozici kteroukoli z 6 pfipustnych ¢islic (0 az 5).

Prvni pozici zleva Ize potom obsadit libovolnou ¢islici riznou od ¢islice na druhé
pozici, tj. ke kazdé islici na druhé pozici existuje 9 moznosti obsazeni prvni pozice.
Cislice na tfeti pozici se musi lisit od obou zbyvajicich ¢islic, tedy mame 8 moznosti.

Pocet viech ¢asovych udajl obsahujicich tfi vzajemné r(izné Cislice: 6-9-8 = 432

Pocet zpUsobd,

jak rozsadit 4 osoby, které chtéji sedét v paté radé: 1,(5) =5-4-3-2=120
jak usadit osobu, ktera chce sedét ve druhé radé: 2

jak rozsadit zbyvajici 2 osoby na zbyvajici 2 neobsazena mista: P(2) =2-1=2

Pocet viech zplisob(, jak rozsadit viech 7 osob: 120-2-2 = 480
15226



max. 3 body

13 Pfimka p: y = x protina kuzelose¢ku v bodech M, N.
Priradte ke kazdé kuzelosecce (13.1-13.3) vzdalenost (A-F) boda M, N.
13.1  Kruznice se sttedem S[0; 0], ktera prochazi bodem A[—4; 2]. _D
13.2  Elipsa dana rovnici x2 + 4y% — 40 = 0. _C
13.3  Parabola s vrcholem V[0; —1,5] a ohniskem F[0; —1]. A
A) 42
B) 2V10
QO 8
D) 45
E) 16
F) jina vzdalenost
Reseni:
13.1  Usecka SA je polomér kruznice. P¥imka p prochazi sttedem S kruznice, vzdalenost
bodd M, N je tedy rovna priméru kruznice, tj. 2 - |SA|.
IMN| =2 - |SA| = 2 -/ (=4)2 + 22 = 24/20 = 4\/5
13.2  Elipsu oznacime e.
M[x;y] €Eenp: x> +4y2—40=0 A y=x
x> +4x>—40=0
x2=8
x=-22 v x=2v2,  M[2v2;2v2],  N[-2V2;-2V2]
Elipsa e ma stfed v pocatku soustavy soufadnic O, jimz prochazi pfimka p.
Vzdalenost bodl M, N je tedy rovna 2 - |OM].
IMN| =2 |OM| = 2- \/(2\/5)2 +(2v2)" =2V16 =8
13.3  Parabolu oznac¢ime b a jeji parametr k. Osou paraboly je soufadnicova osa y.

b:x? = 2k(y + 1,5), k=2-|VF|=2-05=1
x2=2-1-(y+1,5)
x2=2y+3

M[x;yl]€ebnp: x>=2y+3 A y=x
x2=2x+3
x2—2x—3=0
x+1Dx-3)=0
x=—-1V x=3, MI[3;3], N[—1;—1]

IMN] = /(=1 =3)2+ (=1-3)2 =32 =42

16z 26
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V kartézské soustavé souradnic Oxy je zakreslena pfimka p a bod S.

Ay
p

(Bod S je mfizovy, pfimka p prochazi 6 mfizovymi body zobrazené ¢asti ctvercové sité.)

(@4%%)
2 body
14 Pfimka g je obrazem pfimky p ve stfedové soumeérnosti se stfedem S.
Ktera rovnice je obecnou rovnici primky g?
A x—2y+4=0
B) x—2y—4=0
Q) 2x—y+5=0
2x—y+3=0
@ 2x—y—3=0
Reseni: Ay q
p:Al1; 31,7 = (2 —1) P
Obraz g pfimky p ve stfedové soumérnosti je
rovnobézny se vzorem (g |l p), obé pfimky maji
tedy tyZ normalovy vektor ni.
Pro konstrukci pfimky g staci ve stredové 1 1
soumérnosti zobrazit jeden bod pfimky p, 0 / o
napfr. bod A. S
S(S):A[1;=3] — A'[1;—1] W5
g: 2x—y+c=0 _3/
Aleqg2-1—(=1)+c=0, c=-3 7
qg: 2x—y—3=0

pripadné:

UzZijeme smérnicovy tvar rovnice pfimky q: y =ax+ b
Rovnobézné pfimky p, g maji tutéz smérnici a = 2.

Pfimka g protina soufadnicovou osu y v bodé [0; —3], tedy b = —3.

qy=2x-—3
0=2x—y-3

17z 26




2 body

15 Ktera nerovnice ma v oboru R tutéz mnozinu vsech reseni jako
nerovnicex — 1 < 0?

N loog
-3

x% 41

¥
x—1

g ' o
x+1

x(x —1

( )<0
x
x—1

E) —<0
X

Reseni:

Mnozinou vsech feseni nerovnice x — 1 < 0 v oboru R je interval (—oo; 1).

A) 1y
&
-3
x2 +1
B) <0 &
x—1
x% —1
@) <0 &
x+1
x(x—1
D) g<O s
X
x—1
E) —<0 &
X

x *+ —1

x#*0

x#*0

x—1>0,
x—1<0,
x—1<0,
x—1<0,
x—1<0,

18z 26

Ka = (1; +0)

Kg = (—o0; 1)

Kc = (—o0;=1) U (=T1;1)

Kp = (—00;0) U (0; 1)

Ke = (—00;0) U (0; 1)



2 body

16  Jedanoislo:
g1121 _ 3481
ST
Které tvrzeni je pravdivé?
A) Cislo a neni celé ¢islo.
B) Cislo ajeliché.
@ Cislo a je ndsobkem tfinacti.
D) Cislo a je vétsinez 817",
E) Cislo a je mozné zapsat ve tvaru 3%, kde k € N.
Reseni:

Upravime Ciselny vyraz a a ovéfime pravdivost jednotlivych tvrzeni (A-E).

g1121 _ 3481 (34)121 _ 3481 3484 _ 3481 3481 (33

_1) =381 .56

5760 . gl0 (33)60 . (32)10 T 3180 320 3200
Cislo a je sou¢inem celych &isel, je tedy celé.
Tvrzeni A je nepravdivé.

Cisloa = 2- (13 - 3°®") je ndsobkem dvou, je tedy sudé.
Tvrzeni B je nepravdivé.

Cisloa = 13- (2 - 3°®") je nasobkem tfin4cti.
Tvrzeni C je pravdivé.

817" = (3%) =3% =3%.2753% . 26=¢
Tvrzeni D je nepravdivé.

Cislo a je nadsobkem tfinacti, nelze ho tedy zapsat jako pfirozenou mocninu tfi.
Tvrzeni E je nepravdivé.
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VYCHOZIi TEXT A GRAF K ULOZE 17

Funkce f s proménnou x € (0; 4m) ma predpis ve tvaru y = a - sin(bx), kde a, b € R.

Funkce f je ur¢ena nasledujicim grafem.

Ay
2
N
0 21 4m X
(czvv)
2 body
17 Ktera z mnozin je mnozinou vsech x € (0; 4m), pro néz plati f (x) > —1?
A <o 1T)u(51T 4 >
;= —4n
6 6
NEE
) 3 3 )
Q) (0;m) U (m; 4m)
D) <O_7n)u<11n_4 >
'3 3"
(n _ 511)
6’ 6
Reseni:
Body grafu funkce f vyhovujici podmince f(x) > —1 lezi v poloroviné y > —1 s hrani¢ni
pfimkou y = —1. Ur¢ime souradnice x, x, prasecikl této primky s grafem funkce f.
Ay f(x) > =1 x €(0;x;) U (xy;4m)

Funkce sinus nabyva hodnoty

poloviny amplitudy v bodech, které

1 5
leziv G av & vzdalenosti mezi

pruseciky se soufadnicovou osou x.

== > o= (x) > —1 e<0n)u<5ﬂ4>
X4 T 3 Xy 5 T 3 fx X 3 3 T
Jiny zpusob feseni:
X
Z grafu uréime predpis funkce f:y = —2sin 5a vyies$ime nerovnici pro funkéni hodnoty:
X .
f(x)>—1, x €(0;4n) & —€(0;2m) 4sing
2 51t 1

oA

v |

2si x> 1 6
" R
Cox 1
sin=< —
2 <3 \/
TC 51t TC 51t

se(0g)v (G & xe(o3)u(Fim

20z 26
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VYCHOZi TEXT A OBRAZEK K ULOZE 18

Polopfimka bez pocatecniho bodu zakreslenad v kartézské soustavé soufadnic Oxy je
grafem funkce g.

(czvv)
2 body

18 Kazda z péti funkci h,-hs je definovdna pro viechna x € R, pro kterd
ma smysl vyraz na pravé strané jejiho predpisu.

Ktera z funkci h;—hs; ma stejny graf jako funkce g?

log. x?
A hiiy = Iog5 X
5
2x - log, x
B) hz:y:W

@ -

D) hsy = log, 5"

2
(log, 5%)
E) hgy=-—2—*"
) hs:y Y
Reseni:
Graf funkce g je ¢asti grafu linedrnifunkce y = x, tedy g: vy = x, x € (0; +0).

Pro kazdou z funkci h,-hs ur¢ime nejprve defini¢ni obor. Je-li roven defini¢nimu oboru
funkce g, upravime predpis funkce a ovéfime, zda je ekvivalentni s pfedpisem funkce g.

Dp, = (0; 1) U (1; +o0)

Dp, = (0; 1) U (1; +o0)

Dp, = (0; +0), hy:y = 5°9%% = x
Dy, =R

Dp, = (=0;0) U (0; +0)

21z26
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V bali¢ku je 12 karet ocislovanych pfirozenymi ¢isly od 1 do 12.
(Kazda karta obsahuje pravé jedno ¢islo, zadné dvé karty nejsou ocislovany stejnym ¢islem.)
Balicek zamichame a ndhodné vytahneme dvojici karet.
(czvw)

2 bod
19 Jaka je pravdépodobnost, ze soucet obou cisel na tazenych ¢
kartach je délitelny Sesti?

1
22

4
33

3
22

OF
33

E) jind hodnota pravdépodobnosti

A)
B)

0

Reseni:
e , . . , e 12
Pocet viech vysledk(l nahodného pokusu (tazeni dvojice karet): ( 5 ) = 66

Jev A:  Soucet obou cisel na tazenych kartach je délitelny Sesti.

Vysledek pfiznivy jevu A nastane, bude-li sou¢et obou (navzajem rGznych) Cisel
na tazenych kartach 6, 12, nebo 18.

Vzhledem k nizkému poctu pfiznivych vysledki je mizeme pro konkrétni soucty vypsat.

Mozny soucet Vyhovuijici dvojice karet Pocet pfiznivych vysledki
6 {1;5},{2; 4} 2
12 {1;11},{2;10}, {3; 9}, {4; 8}, {5; 7} 5
18 {6;12}, {7; 11}, {8; 10} 3
2+5+3 10 5

Pravdépodobnost jevu A: e "e-3:3

pripadné

Cisla na tazenych kartach jsou rGizna, mensi z nich ozna¢ime a, a € {1;2;3; ...; 11}.
Soucet s cisel na tazenych kartdch maze nabyvat hodnot z mnoziny {3; 4; 5; ...; 23}, tedy
mozné soucty délitelné Sesti jsou 6, 12, nebo 18.

Pozadovaného souctu s Ize dosahnout jen tehdy, bude-lia < %

Vétsi z Cisel je urCeno jednoznacné jako s — a, pfitom s — a < 12 (Cislo je na jedné z karet),
tedy a = s — 12 (podminka ma smysl pouze pro s > 12).

22726




Pocet pfipustnych a

Mozny soucets | Podminky proa | . o =et biiznivych vysledki)

6 a<3 2
12 a<é6 5
18 6<a<9 3

Kazdé dveé takto sestavené dvojice jsou riizné.

oravdenodabnost ieyy . 2F5F3_10_ 5
ravaepodaobnost jevu A: 66 _66_33

VYCHOZIi TEXT K ULOZE 20

Uvazujme dvé télesa - rotacni valec a polokouli.

Vyska valce je o polovinu vétsi nez polomér r jeho podstavy.

Povrch polokoule (tedy vcetné podstavy) je stejny jako povrch valce. Polomér polokoule
oznacme R.

(czwv)
2 body
20  Ktery vztah vyjadfuje zavislost poloméri R ar?
A R=r
B) R= >
Q) R=+V3-r
V30
D) R=—-"r
2
@ =7
= —.7
3
Reseni:

Polomér r podstavy valce i polomér R polokoule jsou kladna redlna Cisla.
Vysku valce oznacime v, jeho povrch S. Povrch polokoule je rovnéz S.

3
v—2r

3
Povrch vélce: S = 2mr? + 2mrv = 21r? + 21r - 5T = 57tr2
1
Povrch polokoule: S = mR? + > 41tR? = 3mR?

Upravou rovnosti povrchd obou téles ziskame vztah pro poloméry:
3mR? = 5mr?

5
RZ ==-7r2 r R €R"
3
. 5 _\/ﬁ
B E

23226
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Profilované desky z akustické pény se vyrabéji ve dvou provedenich.

Spodni ¢ast kazdé desky tvofi platforma tvaru pravidelného ¢tyfbokého hranolu
s podstavnou hranou délky 50 cm a vyskou 2 cm.

V prvnim provedeni horni podstavu platformy zcela pokryva 100 shodnych pravidelnych
ctyfbokych jehland. V kazdém jehlanu je vyska stejnd jako délka podstavné hrany.

Ve druhém provedeni horni podstavu platformy zcela pokryva 10 shodnych kolmych
trojbokych hranol(. Podstava trojbokého hranolu ma tvar rovnoramenného trojuhelniku,
ktery prilehd k platformé svou zdkladnou. Vyska na zékladnu je stejnd jako délka zakladny.

#2cm

50 cm

50 cm

#2cm

50 cm

50 cm

(czwv)

2 body
21 Jaky je pomér objemii obou provedeni akustickych desek

(vétsi objem ku mensimu)?
27 : 22
B) 14:9
CQ 3:2
D) 2:1
E) jiny pomér
Reseni:
Délku podstavné hrany platformy oznacime p, vysku platformy h a jeji objem V.

p =50cm, h=2cm
V, = p*h = 50%- 2 cm® = 5000 cm?

24z 26




Prvni provedeni desky:
Podél podstavné hrany platformy je v jedné fadé 10 shodnych ¢tyrbokych jehlan(, kazdy
ma podstavnou hranu délky a a vysku v.

Plati: a=%=5cm, v=a

o , 1, d 5’ 125
Objem jednoho jehlanu: V; = §a v= 33 ~ 3 cm

Prvni provedeni desky obsahuje platformu a 100 shodnych jehlan( o celkovém objemu:

; 125, 27500
¥, +100V) = 5000 cm? +100 - —= cm?® = —

3

cm3 = 9166,6 cm?

Druhé provedeni desky:

Na platformé je poloZzeno 10 shodnych trojbokych hranol s vyskou p.

Podstavu kazdého hranolu tvofi rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou délky a a vyskou
na zakladnu o velikosti v,.

, p
Plati: a = 70 =5acm, v, =a
a’p 5°-50cm?

= 625cm3
2 2

1
Objem jednoho hranolu: 1}, = Eava p =

Druhé provedeni desky obsahuje platformu a 10 shodnych hranoltd o celkovém objemu:
V, + 10V, = 5000 cm® + 10 - 625 cm?® = 11250 cm?

Pozadovany pomér objemu obou provedeni akustickych desek (vétsiho ku mensimu):
V,+ 10V,  11250cm?® 27

V,+ 100V,  9166,6cm3 22

pripadné
PFi Upravé poméru objem( uzijeme vztahu p = 10a:
a? a’?-10a a
V, + 10V, _p2h+10~7p_100a2h+10~T_h+§_6h+3a_12+15_27
= 37 3 T a— - DY)
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Pravé tfi skupiny vézniu A, B, C vyrabély ochranné plasté pro zdravotniky. Kazdy vézen
téze skupiny usil stejny pocet plastu.

Ve skupiné A je p vézili a kazdy z nich usil (2p — 1) plasta.

Skupina B md o p véznl vice nez skupina A, ale celkem vyrobila o p plastd méné nez
skupina A.

Skupina C ma sice o 1 vézné méné nez skupina A, kazdy jeji vézen v3ak usil o 2 plasté vice,
nez usil kazdy vézen skupiny A.

Skupina A B C
Pocet vézni( p

Pocet plasta, které usil jeden vézen 2p — 1

Celkovy pocet vyrobenych plastl

(@4%%)

max. 3 body
22 Rozhodnéte o kazdém z nasledujicich tvrzeni (22.1-22.3), zda je

pravdivé (A), ¢i nikoli (N).
A N

22.1  Ze vsech véznu, ktefi Sili plasté, je méné nez polovina ve skupiné B. D &
22.2 Kazdy vézen skupiny A usil o p plastl vice, nez usil kazdy vézen skupiny B. & |:|
22.3  Skupina C celkem vyrobila vice plastl nez skupina A. D &
Reseni:

Vyplnime tabulku podle zadani. Zmény proti hodnotam skupiny A jsou vyznaceny Cervené.

Skupina A B C

Pocet véznl p p+p=2p p—1

Pocet plasty, které oy 1 (2p2—2p): 2p = 2p—1+4+2=
usil jeden vézen p p—1 2p+1
Celkovy pocet p-2p—1)= p2—p—p= p-1D@2p+1) =
vyrobenych plastu 2p?—p 2p% —2p 2p?2 —p—1

22.1 Pocetviechvéznl: p+2p+p—1=4p—1
p—1

2p < n < 0L —%
Nerovnost neplati pro zadné p.
Tvrzeni 22.1 je nepravdivé.
222 2p—1=p—-1+p
Tvrzeni 22.2 je pravdivé.

223 2pP—p—-1>2p?2—p © —-1>0
Nerovnost neplati pro zadné p.

Tvrzeni 22.3 je nepravdivé.
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